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CAPITULO 1

Nocgaoes de conjuntos

Conjunto é um agrupamento de elementos.

Se um elemento compde um conjunto, dizemos que ele pertence a este
conjunto, indicamos com o simbolo . Por exemplo: seja A o conjunto dos
mltiplos de 3, escrevemos:

6 € A (6 pertence a A) e 8 ¢ A (8 ndo pertence a A).

Embora os elementos de um conjunto possam ser qualquer coisa (mesmo
outros conjuntos), representamos 0s conjuntos por letras mailsculas e os
elementos por letras mindsculas.

REPRESENTACAO

Por enumeracgao
Conjunto dos impares maiores que 10 € menores que 20
A=1{11,13,15 17,19}

Por propriedade
A={x/xépar3<x<11}quecorresponde ao conjunto A=1{4, 6,8, 10}

Por diagrama

A={0,1,34}

CONJUNTO VAZIO

Denomina-se CONJUNTO VAZIO o conjunto que nao possui elementos. Indica-
-se por @ ou por { }, mas nao ambos — {¢j}

O conjunto de nimeros que s@o pares e impares aos mesmo tempo.

O conjunto de numeros inteiros entre 1 e 2.
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IGUALDADE DE CONJUNTOS
Dois ou mais conjuntos que possuem 0s mesmos elementos sao iguais.

SUBCONJUNTOS OU PARTES DE UM CONJUNTO

Sejam os conjuntos A e B, onde os elementos de B
estdo contidos em A, entdo dizemos que B — A (B estd
contido em A) ou que A > B (A contém B).

0 conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto.

0bs.: Nimero de Subconjuntos é dado por 2", onde n é
nimero de elementos do conjunto.

Exemplo o1: A = {1,2,3} 0 niimero de subconjuntos serd
2 = 8 subconjuntos, ou seja, P(A) = {7, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

Exemplo 02: Um conjunto possui 512 subconjuntos, ao retirarmos 3
elementos desse conjunto, quantos subconjuntos terd o novo conjunto?
» Resoluc@o: 512=2", logo ao fatorarmos 512 =29, ou seja, teremos n=9, menos

03 elementos sobram 06 elementos e entdo o novo conjunto ficard com
2% = 64 subconjuntos.

0 assunto que vou abordar agora tem haver com o porque da operagao 2",
ou seja, por que o 2 elevado a n?

A ideia é que ao agruparmos as partes de um conjunto devemos “olhar’
para cada elemento e decidir se ele vai ou nao fazer parte do subconjunto,
assim temos “duas” opcoes de escolha para cada elemento,logo como temos
n elementos, teremos: 2x2 X2 X2 X 2 X... N Vezes, ou seja, 2".

Mas, se as partes de um conjunto sao feitas de agrupamentos, entao
podemos concluir que os subconjuntos de um conjunto, nada mais sdao que ,
agrupamentos aleatorios.

0 que nos leva ao memoravel Blaise Pascal.

TRIANGULO DE PASCAL

Agora faremos uma pausa para recordarmos de um instrumento muito util
para explicar o porque do nimero de partes de um conjunto ser 2", além de
ser uma ferramenta muito util no estudo de Analise Combinatéria.

0 tridngulo de Pascal é de Pascal?

Qualquer pessoa que tenha um pouco de leitura e bom senso deve no
minimo estar suspeitando que o tridngulo aritmético nao seja uma descoberta
ou invencdao de Pascal. Por exemplo: a denominacdao desse tridngulo varia
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muito ao longo do mundo. Com efeito, se bem que os franceses o chamem
de tridngulo de Pascal, os chineses o chamam de tridngulo de Yang Hui, os
italianos o chamam de tridngulo de Tartaglia e encontramos outras denomina-
¢oes como tridngulo de Tartaglia-Pascal ou simplesmente tridngulo aritmético
ou tridngulo combinatério.

Conforme descobriu Tartaglia, cerca de cem anos antes de Pascal, o trian-
gulo aritmético também é bastante util no calculo de probabilidades. Com
efeito, é facil vermos que os coeficientes das expansdes binomiais tem um
significado combinatorial e, entdo, probabilistico.

Para construir o tridngulo, Pingala, na india (2000 anos antes de Pascal)
descreve a seguinte regra:

Desenhe um quadradinho; abaixo dele desenhe dois outros, de modo que
juntem-se no ponto médio da base dele; abaixo desses dois, desenhe outros trés
e assim por diante. A seguir, escreva 1 no primeiro quadradinho e nos da segunda
linha. Na terceira linha escreva 1 nos quadradinhos dos extremos, e no do meio
escreva a soma dos niimeros acima dele. Prossiga fazendo o mesmo nas demais
linhas. Nessas linhas, a segunda dd as combinacdes com uma silaba; a terceira dd
as combinacoes com duas silabas e assim por diante.

0s livros indianos eram escritos em folhas de palmeira o que fez com que
poucos deles chegassem aos nossos dias.

Na China, 1700 anos antes de Pascal, o uso que os antigos chineses faziam
do tridngulo aritmético centrava-se no calculo aproximado de raizes quadradas,
clibicas e etc. 0s chineses nao tinham uma algebra literal e todo seu envol-
vimento com problemas algébricos era baseado em uma notacdo e proce-
dimentos apropriados para o emprego de varetas de cilculo (instrumento
que precedeu o conhecido suan pan, o dbaco chinés). 0 tridngulo aritmético,
que denominavam sistema de tabulacdo para descobrir coeficientes binomiais,
encaixava-se perfeitamente bem nesse esquema.

E assim por diante.

0 tridngulo de Pascal (alguns paises, nomeadamente em Itilia, é conhecido
como Tridngulo de Tartaglia) é um tridngulo numérico infinito formado por
nimeros combinatérios.

Para Pascal nés podemos conhecer em esséncia e completamente as coisas

No texto 0 Homem perante a natureza, de Pascal, ele relata que:

NaZo procuremos seguranca e firmeza. Nossa razao é sempre iludida
pela inconstancia das aparéncias e nada pode fixar o finito entre os
dois infinitos que o cercam e dele se afastam. Creio que a concepc¢ao
deste inevitavel fard que o homem se conforme com o estado em que a
natureza o colocou e o mantenha tranquilo. Esse termo médio que nos
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coube por destino, situa-se sempre os dois extremos, de modo que pouco
nos importa tenha o homem maior ou menor inteligéncia das coisas. Se a
tiver as verd apenas de um pouco mais alto. Mas ndo se achara sempre
infinitamente afastado da meta, e a duracio de nossa vida nio o estara
também, infinitamente, afastada da eternidade, embora dure dez anos
mais?

Se tivermos em mente estes infinitos, todos os finitos serdo iguais; e
ndo vejo razdo para assentar a imagina¢ao em um deles e a preferéncia ao
outro. A simples comparagao entre nés e o infinito nos acabrunha.

Se 0 homem procurasse conhecer a si mesmo antes de tudo, perceberia
logo a que ponto é incapaz de alcancar outra coisa.

Como poderia uma parte conhecer o todo? Mas a parte pode ter, pelo
menos, a ambicao de conhecer as partes, as quais cabem dentro de suas
préprias propor¢des. E como as partes do mundo tém sempre relagoes
intimas e intimamente se encadeiam, considero impossivel compreender ma
sem alcangar as outras, e sem penetrar o todo.

0 homem, por exemplo, tem relacdes para durar, de movimento para
viver, de elementos que o constituam, de alimentos e calor que o nutram,
de ar para respirar; vé a luz, percebe os corpos; em suma, tudo se alia a
ele préprio.

Para conhecer o homem, portanto, mistério se faz saber de onde vem
que precisa de ar para subsistir; e para conhecer o ar é necessario compre-
ender donde provém essa sua relagio com a vida do homem, etc. A chama
nao subsiste sem o ar; o conhecimento de uma coisa, se liga, pois, ao
conhecimento de outra. E como todas as coisas sao causadoras e causadas,
auxiliadoras e auxiliadas, mediatas e imediatas, e todas se acham presas
por um vinculo natural e insensivel que une as mais afastadas e diferentes,
parece-me impossivel conhecer as partes sem conhecer o todo, bem como
conhecer o todo sem entender particularmente as partes. (A eternidade
das coisas, em si mesmas ou em Deus, deve assombrar a nossa infima
duragao. A imobilidade fixa e constante da natureza, em comparacao com
a transformac¢ao continua que se verifica em nds, deve causar o mesmo
efeito). E 0 que completa a nossa incapacidade de conhecer as coisas é o
fato de serem simples em si enquanto nés somos complexos de natureza
antagonicos e de géneros diversos, alma e corpo. Pois é impossivel que
a parte raciocinante de nés mesmos nio seja unicamente espiritual; e
se pretenderem que somos tao somente corporais, mais afastardo ainda
de ndés o conhecimento das coisas, porquanto nada mais sera inconce-
bivel do que a matéria conhecer-se a si propria; nio podemos conceber
de que maneira se conheceria. Assim, se somos simplesmente materiais
nada podemos conhecer; e se somos compostos de espirito e matérias
nao podemos conhecer perfeitamente as coisas simples, espirituais ou
corporais.

Donde a confusdo generalizada entre os filésofos que misturam as ideias
das coisas, falando espiritualmente das coisas corporais e corporalmente
das coisas espirituais.
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TRIANGULO DE PASCAL

»

N=0
N=1
N=2
N=3
N=4
N=5
N=6
N=7
N=8

No exemplo o1 em que consideramos o conjunto A ={1,2,3} e que o niimero
de subconjuntos serd 23 = 8 subconjuntos (soma das linhas) ,ou seja,
PW={D {1}.{2},{3}.{1,2}.{1,3}.{2,3}.{1,2,3}}.

Veja também que se o conjunto A possui 03 elementos ele esta diretamente
ligado a linha o3 do tridngulo e seus subconjuntos também, por exemplo:

n=s P(A)={@,{1}.{2}.{3}.{1,2},{1,3}.{2,3}.{1,2,3}}

p=0 | p=1| p=2 | p=3

Em P(A), acima enumerado, temos através da terceira linha (n=3) e na
coluna onde p=o0, o niimero 1, ou seja, um subconjunto com zero elementos;
na coluna onde p =1, o nimero 3, ou seja, 3 subconjuntos com um elemento
cada; na coluna onde p =2, o nimero 3, ou seja, 3 subconjuntos possuem dois
elementos e na coluna onde p = 3, temos o nimero 1, ou seja, um subconjunto
com 03 elementos.

+ Exemplo 03: Cor da pele humana

» No caso da cor da pele humana, considerando apenas 5 fendtipos, envol-
vendo dois pares de genes N e B, que teriam a mesma funcdo, ou seja,
acrescentar uma certa quantidade de melanina a pele, se efetivos (N ou B)
ou nio acrescentar nada, se nao efetivos (n ou b).

Se acontecer um cruzamento entre dihibridos, quais serdo as proporcoes
fenotipicas da descendéncia? Usando a Genética: (quais sdo os gametas e 0s
tipos possiveis de filhos gerados?)
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NnBb x NnBb Gametas produzidos por ambos: NB, Nb, nB e nb

NB Nb nB nb
NB NNBB NNBb NnBB NnBb
Nb NNBb NNbb NnBb Nnbb
nB NnBB NnBb nnBB nnBb
nb NnBb Nnbb nnBb nnbb

0 PO RO D

Negro(NNBB) 4 genes efetivos e o ndo efetivos
mulatos escuros . = .
(NNBb ou nNBB) 3 genes efetivos e 1 nao efetivo
mulatos médios . - .

(NNbb, nnBB ou NnBb) 2 genes efetivos e 2 ndo efetivos

mulatos claros . - .
(Nnbb ou nnBb) 1 gene efetivo e 3 nao efetivos

Branco (nnbb) o genes efetivos e 4 ndo efetivos

Usando o Tridngulo de Pascal:

Chama-se de p = genes efetivos =2 (N ou B) e de q =genes nio efetivos =
2 (n ou b)

Procura-se no tridngulo a linha em que o nimero de genes é igual a 4.

0 1

1 11

2 12 1

3 13 3 1

4 14 6 4 1
1 | Negro 4 efetivos e o ndo efetivo
4 | Mulatos escuros 3 efetivos e 1 nao efetivo
6 | Mulatos médios 2 efetivos e 2 ndo efetivos
4 | Mulatos claros 1 efetivo e 3 ndo efetivos
1 | Branco o efetivo e 4 ndo efetivos

s

Portanto, na descendéncia chega-se a seguinte proporc¢ao fenotipica: 1
negro : 4 mulatos escuros : 6 mulatos médios : 4 mulatos claros : 1 branco
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Curiosidades do Tridngulo de Pascal

Vejamos o tridngulo na sua forma original com 12 linhas:

Curiosidade Matemdtica

Uma outra aplicacdo do tridngulo de Pascal é o desenvolvimento de biné-
mios, ou seja, polindmios elevados a poténcias, os chamados produtos notaveis:

(@+b)y =(@+b)la+b)=a.a+a.b+Db.a+bb=a>+2a.b+ b>(Quadrado
perfeito)

Observando os nimeros da terceira linha (n = 2) do tridngulo (1, 2, 1)
pode-se perceber que eles representam os coeficientes de a2 a.b e b? ou
seja: 1.a® + 2.a.b + 1.b2

0 mais interessante, ainda, é que através do Tridngulo de Pascal pode-se
desenvolver, além do produto notivel (a + b)?, outros produtos do tipo (a +
b)3, (a + b) e, assim por diante..

e N=3- (a+b)y=1a%+3.a2b+3.a.b>+ 1.b*> (quarta linha > n=3)
e N=4->@+Db)=1.2a%+4.2%b + 6.22.b* + 4.a.b3 + 1.b* (quinta linha > n=4)
e N=5—>(a+b)’=1.a%+5.a%.b+10.23.b>+10.22.b3+5.a.b*+1.b* (sexta linha—=>n=s)

Método

e em cada monémio da expressido algébrica ha um produto do termo a
pelo termo b, isto é a.b ;

e a partir do primeiro monémio os expoentes de a vao “decrescendo” e
os de b vao “crescendo”;
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a soma dos expoentes de cada mondmio da expressdao algébrica é
igual ao expoente do binémio;

o primeiro expoente de a é igual ao expoente do bindmio e o (ltimo
é zero;

o primeiro expoente de b é zero e o lltimo é igual ao expoente do
bindmio;

a expressao algébrica possuira 1termo a mais que o expoente do bindmio.

em todos os termos aparece o produto a.b (lembre-se que a° = b°= 1,
a'=a,b'=b)

expoentes de a: 5, 4, 3, 2, 1, 0 (ordem decrescente)

expoentes de b: o, 1, 2, 3, 4, 5 (ordem crescente)

soma do expoentes de a e de b em cada mondmio: 5 (expoente do
binémio)

a expressao algébrica obtida possui 6 termos (5 + 1)

Construcio do Tridngulo de Pascal

Vou mostrar como construi-lo passo a passo e vocé vera que nao é dificil:

Vamos construir um triangulo de o7 linhas por o7 colunas , para isto temos
que numerar as linhas assim:
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Em seguida comegamos na segunda coluna numerando de 1 até 7, pois
queremos um tridngulo de sete linhas:

=0 1

= 1 1
=2 1 2
=3 1 3
=4 1 4
=5 1 5
=6 1 6
n=7 1 7

Agora comegamos a terceira coluna com 1, alias as colunas sempre comegam
com um e sempre em escadinha:

n
~N |ON U | WM = O

SIS ||| |3 |3 |=>
I

S P S I T O T
~N |Oy U | W N =
-

1

Existe uma regra de Stifel em que somos em "L" para encontrarmos o
proximo elemento, veja o diagrama:

n=o0 1

n=1 1 1

n=2 1 2+ 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 1

n=5 1 5 1

n=6 1 6 1

n=7y 1 7 1

Agora vamos achar o elemento 42 linha:

n=o0 1
n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 + 3 1

n=4 1 4 6 1

n=5 1 5 1

n=6 1 6 1

n=7y 1 7 1
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Agora vamos achar o elemento 52 linha:

=0 1

= 1 1

n=2 1 2 1

=3 1 3 3 1

=4 1 4 + 6 1

=5 1 5 10 1

n=06 1 6 1

= 1 7 1

Agora vamos achar o elemento 62 linha:

=0 1

ns= 1 1

=2 1 2 1

=3 1 3 3 1

=4 1 4 1

n=5 1 5+ 10 1

=6 1 6 15 1

= 1 7 1

Agora vamos achar o elemento 72 linha:

n=o0 1

= 1 1

=2 1 2 1

=3 1 3 3 1

n=4 1 4 1

=5 1 5 10 1

=6 1 6 + 15 1

= 1 7 21 1

Agora vamos para a préxima coluna e repetimos todo o processo, 42 linha:

=0 1

= 1 1

=2 1 2 1

n=3 1 3 3 + 1

=4 1 4 6 4 1

=5 1 5 10 1

=6 1 6 15 1

n-= 1 7 21 1

Calculando a 52 linha:
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