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CAPITULO 14

Analise combinatoria

14.1. PRINCiP10S DE CONTAGEM

ANALISE COMBINATORIA é uma parte da matematica que estuda os agrupa-
mentos de elementos sem precisar de enumera-los.

A origem desse assunto esta ligada ao estudo dos jogos de azar, tais como:
lancamento de dados, jogos de cartas, etc. Atualmente, a estimativa de acertos
em jogos populares como: loteria esportiva, loto, loteria federal, etc., além
de utilizacdes mais especificas, como confec¢des de horarios, de planos de
producao, de nimeros de placas de automoveis etc.

14.2. FATORIAL

Fatorial é uma opera¢ao matematica que consiste na multiplicacao de um
namero natural por todos os seus antecessores, incluindo o préprio nimero,
mas excluindo o zero. A representa¢ao do fatorial de um nimero é feita com o
namero seguido do ponto de exclamacdo, como em nl.

n=n(n-1).(n-2)...3.2.1paraneNen>1

0 simbolo n! - |é-se fatorial de n ou n fatorial.

=1
2l =2
31=6
4 =24
5l =120

Convencao:ol=1 1l=1

0 fatorial s6 pode ser calculado para nimeros naturais, ou seja, nio é
possivel calcular o fatorial de niimeros negativos, decimais ou fragoes.

Observacao: n! = n (n-1)!
Ex.: 8! =8.7!

10 =10 . 9!

305




Raciocinio Légico na Medida Certa para Concursos — Valéria Lanna

Exemplo 01

Simplificar as expressoes:

-1,
5! 5
8l B /8"7'/61 )
D e T g5 !
Exemplo 02

Resolva as equagdes (n € N):
a) (n-5)I =120

(n—5)!=5!
n-5=5
n=5+5
n=10
o e,
(n-1)!
(n+)n(n-1)!-n(n-1)! =7n
(n-)!
(nyDH(n+n-n] _ 7n
(n/1)!
pl(n + 1) - 1]=7pr

nN+1-1=7. n=7

14.3. PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE CONTAGEM

0 Principio Fundamental da Contagem (PFC) é uma técnica matematica que
permite calcular o nimero de maneiras possiveis de combinar decisoes.

0 PFC é baseado no principio multiplicativo, que diz que se um evento A
pode ocorrer de m maneiras e um evento B pode ocorrer de n maneiras, entao
o nimero de maneiras que ambos os eventos podem ocorrer é m x n

Por exemplo, se uma familia estd a decidir o menu de uma festa de aniver-
sario surpresa, e pode escolher entre 3 entradas, 2 pratos principais e 2 sobre-
mesas, o nimero de menus diferentes que pode criar é 3 x 2 x 2 = 12.

0 PFC é uma ferramenta basica para resolver problemas de contagem, sem
que seja necessario enumerar os seus elementos. Os problemas de contagem
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fazem parte da andlise combinatéria, um campo da matematica que estuda
problemas relacionados a contagem.

Vamos a resolucao de diversas questdes e problemas:
Exemplo 01

Uma moga possui 5 camisas e 4 saias, de quantas maneiras ela poderad
se vestir sem repetir o traje?

» Comentdrios

A escolha de uma camisa poderd ser feita de cinco maneiras diferentes. Escolhida a primeira
camisa poderd escolher uma das quatro saias.

Portanto, o niimero total de escolhas serd: 4 x 5 = 20.

Exemplo 02

Uma moeda é lang¢ada trés vezes. Qual o numero de sequéncias possi-
veis de cara e coroa?

» Comentdrios
Indicaremos por C o resultado da cara e K o resultado da coroa.
Queremos o niimero de sequéncias ordenadas ,ou seja, o resultado procurado é 2.2.2 = 8.
Veja o diagrama da drvore:

c c-c-cC
¢ |
K C-C-K
C
c C-K-C
k|
K C-K-K
C K-C-C
c |
K ||4-c-|4
K
C ||4-|4-c
k|
K | K-K-K
Exemplo 03

Quantos numeros de 3 algarismos podemos formar com os algarismos
significativos (1 a 9)?
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» Comentdrios

12 29 30
J J J
9 X 9 X 9 = 729 nimeros

E se fossem com algarismos distintos?
9 x 8 X 7 =504 NUMeros.
Exemplo 04

Quantos numeros de quatro algarismos distintos podemos formar no
sistema de numerag¢éo decimal?

» Comentdrios
Algarismos: o, 1, 2, 3, 4,5,6,7,8€9:
9X9Xx8X7
0 mimero ndo comegar por o (zero), logo:
9 X 9x 8x7=4536 nimeros.
Exemplo 05

Placa Mercosul. Quantas placas de automdveis podem ser formadas
neste novo formato?

» Comentdrios

A principal diferenca em relacdo das placas antigas é a inversdo da quantidade de letras e
nimeros. Nas novas sdo quatro letras e trés niimeros, nas antigas eram trés letras e quatro
niimeros. Portanto, com 26 opcdes de letras em quatro configuracdes o niimero de combina-
¢oes sobe para 450 milhdes. 0 tamanho das novas placas é o mesmo das antigas, tanto para
automaveis quanto para motocicletas.

As novas placas tém trés letras seguidas, um niimero, uma letra e depois mais dois niimeros.

BRA 1S 67

BRASIL

MERCOSUL

Diferenca entre as placas:

Ao contrdrio das placas antigas que tinha vdrias cores, o fundo das placas agora é sempre
branco, o que muda € a cor das letras e niimeros com o seguinte critério:
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Preto Carros particulares.

Vermelho Taxis, veiculos comerciais e de autoescola.

Azul Carros oficiais.
Verde Carros de teste.
Dourado Carros diplomaticos.
Prateado Modelos de colecao.

Novas: 04 letras e 03 nimeros
L L L NL NN

26 x 26 x 26 x 10 x 26 = 10 x 10 = 456.976.000

Antigas: 03 letras e 04 numeros
L L L NNNN

26 x 26 x 26 x 10 x 10 x 10 x 10 = 17.576.000
439.400.000 placas a mais !

Exemplo 06

Uma sorveteria dispbe de 16 sabores de sorvete que podem ser combi-
nados com 3 caldas diferentes (morango, chocolate e caramelo). De
quantas maneiras é possivel combinar uma bola de sorvete e uma calda?

» Comentdrios
16 sabores de sorvete x 3 caldas diferentes = 48 opcdes diferentes.
Para cada op¢do de sorvete, tenho 3 opg¢des para a calda:

calda morango

Sorvete calda chocolate
T calda caramelo

Exemplo 07

(OBMEP) Os ciclistas tém aversé@o ao numero zero (porque é oval) e ao
numero oito (porque assim ficam as rodas apds os acidentes). Quantos
sdcios podem se inscrever num clube de ciclistas se cada um deve possuir
uma identificagdo de trés digitos, sem usar o digito zero nem o digito oito?

» Comentdrios

Uma identificacdo de trés digitos, sem usar o digito zero nem o digito oito? Temos 10 algaris-
mos, retirando dois (zero e oito) sobram 8 algarismos.

e e i
8 . 8 . 8 =512 s06cios.
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14.4. METODO DO PFC

Dividir pelo
fatorial das
- escolhas

[}

"Quantas ! Quantas. l (Depende!

escolhas 1 |opcdes por -
prmos oug escolha o~ ordem? |

fazer? 1 2 ; i
E te.mos..._ i W _& Mf' i

Exemplo 08

Porque foi acrescentado o algarismo 9 nos numeros de celulares?
Antes eram 8 digitos agora sdo 9 digitos.

» Comentdrios

A medida foi implementada pela Agéncia Nacional de Telecomunicacdes (Anatel) e teve como
objetivo aumentar a disponibilidade de linhas de telefonia celular.

e Para o DDD 31 antes:
9XXX-XXXX
1.10.10.10 - 10.10.10.10
ou
EXXX-XXXX
1.10.10.10 - 10.10.10.10
Para o DDD 41 antes:
1.10.10.10 - 10.10.10.10 = 10 000 000
e Comegava por 8 ou 9:
10 000 000 X 2 = 20 000 000
e Para o DDD 41 hoje, sdo quantas linhas possiveis de telefonia celular?
IXXXX-XXXX
1.10.10.10.10 - 10.10.10.10 = 100 000 000 de linhas.

Exemplo 09

Uma senha bancdria é formada por 4 digitos que podem ser repetidos.
De quantas maneiras Ana pode escolher uma senha, se ela ndo pretende
usar o algarismo 0 (zero)?

» Comentdrios
Senha de 4 digitos e ela ndo pretende usar o algarismo 0.
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. 9 ALGARISMOS
(1,2,3,4,56,7,8,9)

9.:9.9.9 =6561 senhas

Exemplo 10

Num programa transmitido diariamente, uma emissora de rddio
toca sempre as mesmas musicas num total de 10, mas nunca na mesma
ordem. Para esgotar as sequéncias sGo necessdrios aproximadamente:

a) 100 dias.
b) 100 anos.
c) 10 séculos.
d) 100 séculos.
e) 200 séculos.

» Comentdrios
10.9.8.7.6.5.4.3.2.1=3628 800 ordens diferentes.
Em um ano: 3 628 800 , 365 dias = 9 941,9 anos.
Em um século: 9 941,9 , 100 = 99,4 séculos.

Exemplo 11

(2021 - Investigador de Policia e Papiloscopista — PC/PR — UFPR) Um
jogo contém cartas numeradas de 1 a 5, e cartas curinga, sendo que as
cartas curinga possuem valor numérico zero no jogo. Inicialmente, cada
jogador recebe aleatoriamente 3 cartas. Quantas possibilidades hd de
que a soma do valor numérico das 3 cartas recebidas por um jogador
seja 57

a) 21.
b) 18.
c) 15.
d) 8.
e) 6.
» Comentdrios

Questdo polémica! Pois, a interpretacdo correta é que a ordem que se recebe as cartas néo
importa, pois, a ordem das parcelas ndo altera. Observe que o jogo possui cartas que valem
0, 1, 2, 3, 4 OU 5 pontos.

Podemos obter uma soma igual a 5 de 5 formas diferentes:
> 5+0+0
> 4+1+0
> 3+2+0
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> 3+1+1

> 2+2+1

Agora que vem a polémica.

Serd que existe diferenca entre receber as cartas em ordens diferentes?

Por exemplo, na primeira possibilidade, existe diferenca entre receber as trés cartas na
ordem 5-0-0 ou 0-0-5?

Eu entendo que o correto é: a ordem ndo importa, e neste caso, a resposta seria 5 (sem
resposta), porém a banca ndo entendeu assim, considerando que a resposta € 21, pois para
ela a ordem que se recebem as cartas, importa.

Veja o cdlculo, considerando o entendimento da banca de que a ordem é relevante:
0, 0, 5 - 3 elementos repetindo 2. Permutacgdo de 3!/2! = 6/2 =3
0, 4, 1- 3 elementos sem repeti¢do. Permutac¢do simples. 3! =6
0, 2, 3 - 3 elementos sem repeti¢do. Permutac¢do simples. 3! =6
1, 2, 2 - 3 elementos repetindo 2. Permutacdo de 3//2! = 6/2 = 3

Y V V V V

1, 3, 1 - e elementos repetindo 2. Permutacdo de 3!/2! = 6/2 = 3

Total: 3+6+6+3+3=21

Exemplo 12

Existem 3 linhas de 6nibus ligando a cidade A a cidade B, e 4 outras

ligando B a cidade C. Uma pessoa deseja viajar de A a C, passando por B.
De quantos modos diferentes a pessoa poderd fazer essa viagem?

» Comentdrios

e de A para B = 3 possibilidades
e de B para C = 4 possibilidades
Logo, pelo principio fundamental de contagem, temos: 3. 4 = 12 modos.
Exemplo 13
(DELEGADO/2013/ UFPR) Em uma comunidade hd 4 pontos estraté-
gicos: A, B, C e D, conforme figura a sequir.

BO
A® OC

O

» Comentdrios

Existem 8 caminhos ligando os pontos A e B, 6 caminhos ligando os pontos B e C, 3 caminhos
ligando os pontos C e D e 4 caminhos ligando os pontos D e A.
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Com base nesse contexto, a quantidade de caminhos que ligam os pontos A e C é de:
E uma questdo cldssica de Principio Fundamental de Contagem.
Veja a ilustragdo:

Para ir A até C, podemos fazer os seguintes caminhos: ABC ou ADC.
Assim pelo principio fundamental de contagem teremos:

ABC = possibilidades de AB x possibilidades de BC = 8 x 6 = 48 caminhos
ADC = possibilidades de AD x possibilidades de DC = 4 x 2 = 12 caminhos
Total de caminhos = 48 + 12 = 60 possibilidades.

Exemplo 14

Observe o diagrama:

fﬂ

AN

O numero de ligagbes distintas entre X e Z é:
a) 39
b) 41
c) 35
d) 45

» Comentdrios
Possiveis caminhos:
XRZ =3.1=3
XRYZ = 3.3.2 =18
XYZ=12=2
XSYZ =3.2.2=12
XSZ=32=6
Total = 41
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Exemplo 15

De quantos modos pode-se pintar as faces laterais de uma pirdmide
pentagonal regular, utilizando-se oito cores diferentes, sendo cada face
de uma unica cor?

» Comentdrios

Supondo-se que todas as cinco faces laterais da pirdmide sejam pintadas com cores dife-
rentes duas a duas, e que a pirdmide esteja fixa, o nimero de modos de pintar suas faces
laterais, utilizando 8 cores diferentes, serd dado por:

8.7.6.5.4=06.720 modos.

Exemplo 16

Roberta Silva em seu closet 90 pares de sapatos, todos devidamente
acondicionados em caixas numeradas de 1 a 90. Valéria Lanna pede
emprestado a Roberta Silva quatro pares de sapatos. Atendendo ao
pedido da amiga, Roberta retira do closet quatro caixas de sapatos. O
numero de retiradas possiveis que Roberta Silva pode realizar de modo
que a terceira caixa retirada seja a de numero 20 é igual a:

» Comentdrios

89 x 88 x 1 x 87 = 681384

Exemplo 17

Karlitita preparou um jantar romdntico para Guto para compor
o ambiente ela ficou em duvida: qual a melhor maneira de iluminar a
sala sabendo que tem 6 Idmpadas com interruptores independentes. O
numero de modos que Karlitita terd para iluminar a sala, acendendo pelo
menos uma lédmpada é:

» Comentdrios

Sabemos que a condi¢do para iluminar a sala é que pelo menos uma ldmpada esteja acesa.

As opgoes de cada lampada sdo: acesa ou apagada, logo:

2.2.2.2.2.2=064-1 (todas apagadas) = 63.

Exemplo 18

Uma CPI (Comissdo Parlamentar de Inquérito) serd formada por 5
membros: trés da base governista e dois da base oposicionista. Caberd
ao governo indicar o presidente, o vice e o relator. A oposi¢do indicard as
duas vagas restantes. Se o governo dispde de 4 candidatos para os cargos
e a oposigdo 3, o numero de comissées que podem ser formadas é:

» Comentdrios
A primeira parte divide por 1, porque sdo cargos classificatérios (presidente, vice e relator),

314

ok!



Cap. 14 - ANALISE COMBINATORIA

4
1 = 144 comissoes

—| o

32 3
—— X —.
11 2
Exemplo 19

A quantidade de numeros de trés algarismos, maiores que 500, que
podem ser formados com os algarismos 3, 5, 6, 7 e 9, com repetigdo, é
igual a:

a) 10
b) 20
c) 48
d) 52
e) 100

» Comentdrios

E um problema em que o Portugués é quem manda, a maioria das pessoas cometeu o erro
de fazer o cdlculo:

4 X5 X5 =100 (errado!)

Porém, quando o problema fala com repeticdo, os algarismos devem ser repetidos, assim:

Total de

Numero com ,
numeros que

Numero com

algarismos

algarismos
repetidos

distintos

podem ser
formados

Usando o P.F.C. teremos:
Ne com algarismos repetidos = x
Ne com algarismos distintos = 4 X 4 X 3 = 48
Total de ne formados = 4 X 5 X 5 = 100
Portanto, x + 48 = 100
X = 52 nUmeros.
Alternativa correta letra D.
Exemplo 20
Duas das cinquenta cadeiras de uma sala serdo ocupadas por dois

alunos. O numero de maneiras distintas possiveis que esses alunos terdo
para escolher duas das cinquenta cadeiras, para ocupd-las, é:

a) 1225
b) 2450
c) 250
d) 49!
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>
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Comentdrios

50 X 49 = 2450. Alternativa correta letra B.
Exemplo 21

Situagdo hipotética: Dois policiais devem ir do ponto A ao B, pelas
vias de livre circula¢do, cada um deles fazendo um caminho diferente,
sem passar duas vezes pelo mesmo local. Toda vez que os dois policiais
chegarem ao ponto B, conta-se como realizado um trajeto.

Assertiva: Nessa situacd@o, a quantidade de trajetos distintos que os
policiais poderdo percorrer é inferior a 40.

Comentdrios

0 nosso primeiro objetivo serd contar quantos caminhos existem, partindo do ponto A até o
ponto B. Veja que o policial pode escolher ir inicialmente para a direita ou para a esquerda.

e Pela direita, existem 3 caminhos possiveis;
e Pela esquerda, existem 4 caminhos possiveis;
Total: 7 caminhos possiveis.

0 primeiro policial tem 7 opgdes, e como o segundo ndo pode seguir o mesmo caminho do
primeiro, hd 6 op¢des para o segundo policial.

A quantidade de trajetos distintos, pelo PFC é:
7-6 =42

A quantidade de trajetos distintos que os policiais poderdo percorrer é de 42m?, o que torna,
portanto, a assertiva incorreta.

Exemplo 22
De quantas maneiras podemos distribuir aleatoriamente, trés bonés,
quatro réguas e cinco canetas entre Caio e Alicia?
Comentdrios
Bonés ={0,1,2,3 }.
Réguas = { 0,1,2,3,4 }.
Canetas = { 0,1,2,3,4,5 }.
4 x 5 x 6 =120 maneiras.
Exemplo 23

(Enem/2020/C. Azul/Q. 167) A prefeitura de uma cidade estd reno-
vando os canteiros de flores de suas pragas. Entre as possiveis variedades
que poderiam ser plantadas, foram escolhidas cinco: amor-perfeito,
cravina, petunia, margarida e lirio. Em cada um dos canteiros, todos
com composigées diferentes, serdo utilizadas somente trés variedades
distintas, ndo importando como elas serdo dispostas.
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Um funciondrio deve determinar os trios de variedades de flores que
irdo compor cada canteiro.

De acordo com o disposto, a quantidade de trios possiveis é dada por
a)5
b) 15
c) 60
d) 30
e) 10
» Comentdrios

5 tipos = {amor-perfeito, cravina, pettinia, margarida e lirio}
Canteiros = escolher 03 tipos para cada.

14.5. ANAGRAMAS

0 anagrama é um jogo de palavras que utiliza a transposi¢cao ou rear-
ranjo de letras de uma palavra ou frase, com o intuito de formar outras pala-
vras com ou sem sentido. E calculado através da propriedade fundamental
da contagem, utilizando o fatorial de um nimero de acordo com as condicoes
impostas pelo problema.

Exemplo 24
Com relagdo a palavra BRASIL, quantos anagramas podemos formar:

a) No total?

» Comentdrios
6!'=720
b) Comegados por BR?
» Comentdrios
41=24= |BR[4x3x2x1
¢) Comegando por vogal e terminando em consoante?
» Comentdrios
2X4X3X2X1X4=192

d) Com relagdo a palavra BRASIL, quantos anagramas podemos formar
com as letras BR juntas nesta ordem?
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Comentdrios
BR juntas significa que formardo uma tnica letra, logo o anagrama serd composto de 5 letras,
portanto a resposta é 5! = 120.

e) Com as letras BR juntas em qualquer ordem?

Comentdrios
Em qualquer ordem, teremos 5! x 2 = 240

Exemplo 25

(Enem/2020/C. Azul/Q. 167) De quantas maneiras podemos dispor 06
pessoas, dentre elas um casal de namorados, em uma fileira de cadeiras
consecutivas no cinema, de maneira que o casal fique sempre junto?

Comentdrios

Como queremos o casal “grudado” eles contam como uma pessoa e teremos que permutar o5
pessoas ao invés de seis. Além disso eles ndo tem uma ordem definida, em podem permutar
entre si, dai:

sl(pessoas) vezes 2!(casal em qualquer ordem) = 5! x 2! = 120 x 2 = 240

14.6. ANAGRAMAS COM REPETIGAO

>

318

Anagramas sd@o palavras formadas pela reorganizacdo das letras de outra palavra.
Quando uma palavra possui letras repetidas, como “MATEMATICA”, as possibilidades
de anagramas aumentam, mas algumas combinac¢des se repetem. A andlise combina-
téria nos permite calcular o nimero exato de anagramas distintos, mesmo com letras
repetidas.

Anagramas com Repeti¢cdo: Uma Explora¢do Detalhada
0 que sdo anagramas com repeti¢ao?

Anagramas sdo palavras formadas pela reorganizacdo das letras de outra palavra. Quando
uma palavra possui letras repetidas, como “MATEMATICA”, as possibilidades de anagramas
aumentam, mas algumas combinacdes se repetem. A andlise combinatdria nos permite calcu-
lar o niimero exato de anagramas distintos, mesmo com letras repetidas.

Por que a repeticao de letras influencia o calculo?
Exemplo 26

Imagine que queremos calcular os anagramas da palavra “ABBA”.

Comentdrios

Se todas as letras fossem diferentes, teriamos 4! (4 x 3 x 2 x 1) anagramas. No entanto, as
letras “A” se repetem duas vezes. Se trocarmos as duas letras “A” de lugar, obteremos a
mesma palavra. Para evitar contar essas repeticoes, dividimos o total de permutacdes pelo
nimero de permutacdes das letras repetidas, ou seja: 4!/2! = 24 + 2 = 12 anagramas.

n!

Pn =n! ou Pa”g’ym



Cap. 14 - ANALISE COMBINATORIA

Exemplo 27

Quantos anagramas distintos podemos formar com a palavra
MATEMATICA?

» Comentdrios
n = 10 (total de letras)
o = 2 (letra “A” se repete 2 vezes)
B = 3 (letra “M” se repete 3 vezes)
v = 2 (letra “T” se repete 2 vezes)
Usando a férmula teremos:

10! 10X9X8X7X6XE5X4X3X2X1
P2,3,2 = X 2 ! X 4x3 = 151.200 anagramas.
21x31Ix2! 2X1X3X2X1X2X1
Exemplo 28

Quantos anagramas podemos formar com a palavra ARARA?

» Comentdrios

5l 120
- = =10
3121 6-2
Exemplo 29

Uma questdo tem 6 proposi¢cdes do tipo V ou F. Sabe-se que 4 sdo
verdadeiras e 2 falsas. De quantas maneiras podemos marcar o gaba-
rito desta questao?

» Comentdrios
E uma questdo de andlise combinatdria, portanto vou usar o principio fundamental de con-

tagem:

E do tipo de ARARA: VVVVFF.
6! 30

Y

412! 2
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Exemplo 30

Considere que um decorador deva usar 7 faixas coloridas de dimensdes iguais, pendurando-
-as verticalmente na vitrine de uma loja para produzir diversas formas. Nessa situacdo, se 3
faixas sdo verdes e indistinguiveis, 3 faixas sdo amarelas e indistinguiveis e 1 faixa é branca,
esse decorador conseguird produzir, no mdximo, 140 formas diferentes com essas faixas.
» Comentdrios
E um problema de permutacd@o repetida onde as cores sdo como letras e o total de faixas (7)
como uma palavra de o7 letras, ou seja:
!
P, = % = 140 formas
’ 313:
Portanto, o item estd correto.
Exemplo 31
Uma urna contém 3 bolas vermelhas e 2 amarelas. Elas sdo extra-
idas uma a uma sem reposi¢cdo. Quantas sequéncias de cores podemos
observar?

» Comentdrios

E como se fosse uma sequéncia de bolas em fileira, do tipo: VVVAA, em
qualquer ordem faremos como se fosse um anagrama com repeti¢cao, ou seja,

5! 120
— =——=10
312! 62
Exemplo 32

Uma cidade é formada por 12 quarteirbes sequndo a figura abaixo.
Uma pessoa sai do ponto P e dirige-se para o ponto Q pelo caminho mais
curto, isto é, movendo—se da esquerda para direita, ou de baixo para
cima. Nessas condigcdes, quantos caminhos diferentes ele poderd fazer, se
existem 2 ruas “horizontais” e 3 “verticais”?

%

P

» Comentdrios
Idem solugdo anterior, é um anagrama com repeti¢do do tipo: DDDDCCC, considerando: D:

Direita e C: Para cima, ou seja:
7!
4! x 3l

= 35.
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